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Аннотация. Пусть v -  натуральное число, Ф(Т) -  сколь угодно медленно стремящаяся
к +оо при Т  —> +оо функция. Получена асимптотическая формула для дробных моментов
2 т
дзета-функции Римана вида J |£(сг +  it)\2/vdt при 1/2 +  <J>(T)/logT < а <  1.
т
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асимптотическая формула.
1. Введение
Пусть к — неотрицательное вещественное число, | < с г < 1 , Т > 2 .  Интеграл вида
2 Т
h(a,T) = J  \((a + it)\2kdt
т
будем называть моментом дзета-функции Римана степени 2к.
Определим мультипликативную функцию dk(n) из равенства
с ‘ м = п ( 1  - £ Г ‘ = е ^  да— 1).
р  п =  1
В 1981 году Р.Т. Турганалиев [1] на основе одной идеи С.М. Воронина доказал, что 
при 0 < А : < 2, | < ( 7 < 1  справедливо равенство
2 Т
К (<т +  it)\2kdt =  +  o t r 1- ) ,  ( i )
1  ^^п =  1
где к =  к(а, к) >  0. В этой формуле параметр а >  | фиксирован, то есть не зависит от 
основного параметра Т.
Для приложений особый интерес вызывает случай, когда а равно | или хотя бы 
стремится к  ^ справа с ростом Т. В 1985 году И.Ш. Джаббаров [2] доказал, что равен­
ство (1) справедливо при | <  <т <  1.
Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной 
России», госконтракт 14.А18.21.0357
В настоящей статье получена асимптотическая формула для /*.(<т, Т ) в частном слу­
чае, когда к =  т  G N. Важно отметить, что параметр к фиксирован (не зависит от 
Т ). Наша формула справедлива при весьма близких к 1/2 значениях а й в  этом смысле 
представляет собой уточнение цитированных выше теорем.
Т еор ем а  1. Пусть m  — натуральное число, Ф(Т) — сколь угодно медленно стре­




°° Л2 z' \
|<(<7 +  it)\2/mclt lf"la +  О (т(а -  1 /2 ) -1/г7г2е -0’1ф(:г))  .
rjn 7Ъ== 1
Возникает вопрос о существовании асимптотических формул для дробных моментов 
других функций, представимых в виде ряда Дирихле.
В 1991 году А. Сельберг [3] определил класс S рядов Дирихле
п =  1
у д о в л е т в о р я ю щ и х  с л е д у ю щ и м  у с л о в и я м :
1) функция (s — 1 )mL(s)  целая конечного порядка при некотором m  >  0;
2) коэффициенты Дирихле a(n) удовлетворяют соотношениям
а (1) =  1, a(n) п£
для любого положительного е и всех n >  1;
3) при R es >  1 функция L(s ) раскладывается в эйлерово произведение:
L (s) =  №  +  a(p)p~ 8 +  a(p2)p~‘2s +  • • •) ,
р
°° b(n)где р пробегает простые числа, logL (s) =  }   , где Ып) =  0, если п не равно поло-
nsП= 1
жительной степени простого числа, причем b(n) «С пв для некоторого 9 >  1/ 2;
4) L(s)  удовлетворяет функциональному уравнению вида: A(s) =  Л(1 — s), где
к
Л (s) =  i]As J^[r(AjS +  /ij)L(s) и |?/| =  1, A >  0, A j >  0, Re^.j >  0 .
3 =  1
к
В статье [4] для любой функции L(s) из S определена ее степень: =  2 A j .
з=1
Для примитивных (не представляющихся в виде Li(s)L/2(s), L\(s) G S, Ьг(з) G 
S) функций из класса S А. Сельберг высказал в работе [3] ряд гипотез, в частности 
следующую.
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Г и п отеза . При х  —> оо справедлива асимптотическая формула
|а(?г)|2'/?-1  =  logrr +  0 ( 1), (2 )
П < Х
где a(n ) — коэффициенты Дирихле функции L(s).
Интеграл вида
2 Т
|2 к.I'k&T) =  /  \L(a +  it)\2kdt
т
будем называть моментом функции L(s) из класса Сельберга S степени 2к.
Определим мультипликативную функцию ад.(/г) из равенства
у м = n ( i - — У * = у ; — = f ; d t { n H n )  ( R e s > о .V РЛ J n* n*p n= 1 n= 1
Вторым основным результатом данной статьи является вывод асимптотической фор­
мулы для дробных моментов / ^ m(cr, Т ), m £ N  функций L(s)  из класса Сельберга, 
db =  2. Эта задача представляет трудность потому, что в отличие от £(s) точная верх­
няя оценка дробных моментов для таких функций на критической прямой не известна.
Т еор ем а  2. Пусть m  — натуральное число, Ф(Т) — сколь угодно медленно стремя­
щаяся к  + оо  при Т  —> + оо  функция. Тогда при | <  о <  1, в предположении
гипотезы Сельберга (2 ), справедлива асимптотическая формула
2 Т  ^
j  \L(a +  it)\2/mdt =  T J 2  +  О .
т
n.n=1
Введем некоторые обозначения. Пусть N  — натуральное число, N  <  T / lo g T  в тео­
реме 1 и N  <  Т е'^т  в теореме 2. Положим
N
S n ( s ) =  ^ 2 d 1/m( n ) n ~ 8, g ( s ) =  <(s) -  S%(s) ,
П= 1
N
S’n (s) =  Y ,  ai/m(n )n -8, g\s) =  L (s ) -  (S'N(s))m.
П= 1
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2. Вспомогательные утверждения
Лемма 1. Пусть f ( s ) — регулярная в полосе a <  Re s < /3 п непрерывная в полосе 
а- <  R es <  /3 функция. Предположим, что / ( s )  —> 0 при |Ims| —> оо равномерно по 
a <  Re s <  [3. Тогда при a  < 7  <  /3 п q >  0 имеем:
j5 — oc f  ОО ^  j3 — ot
1/(7 +  it)\qdt <  [ /  \f(a +  it)\qdt I I [  |/(/3 +  it)\qdt
□  Доказательство см. в [5]. И 
Лемма 2. Пусть
ОО ОО
К ( с г ) =  [  \g(cr +  it.)\2^ mw(t)dt., К\(т) =  [  \д'(сг +  it.)\2^ mw(t)dt. ,
2 т
где w (t) =  /  e- 2^ -T/ / mdr. Пусть, далее, а, /3, а выбраны так, что 0, 49 <  a <  и <  | <  (3, 
т
1,1 <  /5 <  2. Тогда справедливы неравенства:
fi — cr <7 — Oi -- Т2 (/3 —  сг) т 2 (cr — g )
K (a )  { K ( a ) } ' 3- a {K(j3)} '3- a +  Т  е 4m (/3~а) +  Т  е 4m (/3~а) ,
/3-<7 , a - a  _ Г 2 ( /3 -< т )  _ Т 2 ( ст — с . )
К  (a ) { К  (q ')}/3- “ {/\ (/3)}'3- “ + Т  е 4m (/3~а) +  Т  е 4,71 (/3~а) .
□  Докажем первое неравенство. Доказательство второго неравенства проводится 
аналогично. Положим в лемме 1 f ( z )  =  (z — 1 )g(z)e ('z~tT^ , где т G [Т, 2Т]. Пусть к -  
одно из чисел а, а, /3. Тогда, используя оценку \g(a +  it)\2^ m l +  (t — т )2 +  т2, получаем
неравенство
ОО
[  \f{K +  it)\2/mdt<^T2/m f  \g(K +  7t)\2/me - 2{t- r)2/mdt +  T4e - ^ .








( '  p  — cr
\д(а +  it)\2/m е х р (—2{t, — T)2/m)dt j  /  |(/(q' +  й)|2/ т е х р (—2(t — т )2/т )сЙ  j ,3 a x
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/ <7 — Oi\g(j3 +  г£)|2//т ехр(—2(t — т) 2 /m )dt^li а +
+  T 4 e x p f -  Т 2 № - " ) \ + Т 4 е щ ) ( _  Т 2( < т - а ) \
V 4?п(/5 — а ) )  V 4?п(/5 — а ) )
Интегрирование этого неравенства по т от Т  до 2Т  и использование неравенства Гель- 
дера завершает доказательство. I
Л ем м а  3. При 1, 01 <  <То <  2 справедливы неравенства:
К  {сто) <  T N - {2ao~1)/m, /\'(<7о) <  Т Л Н 2<7° - 1)/т .
□  Сравнивая коэффициенты рядов Дирихле слева и справа в равенстве
° °  m
( Х ^ 1/т ('/г)'/?_Л)  =  ^ 5) ’ Res >  полУчаем ^  d i/m («i) • • ■ di/m(nm) =  1. Отсюда
п =  1 П1 ---Пт  = п
и из положительности di/m(n) следует, что
0 <  /3(п) =  1 -  Y  di/m(ni) ■ ■ ■ di/m(nm) <  1 .
щ —пт =теl<nb...,nm<7V
Если /г <  iV, то /5(?г) =  0. Тогда \g(ao +  й)| ^  1, и требуемая оценка следует из нера­
венства Гельдера.
Неравенство для K ' ( ctq) доказывается аналогично. I
ОО ОО
Л ем м а  4. Пусть J(a)  =  /  |((<т +  it)\2 m^w(t)dt, J'((t) =  /  |Ь(<т +  it)\2 m^w(t)dt.
— ОО —ОО
Пусть 1/2 <  и <  3/4, ?n >  1, Т  >  2, тогда справедливы неравенства:
J( 1/2) <  Tm ^ - 1/ 25 J(<j), J ;( l /2 )  <  Tm ^ - 1/ 25 J'(<7).
□  Первое неравенство доказывается в [6 , p. 70]. При доказательстве второго нера­
венства учитываем, что в функциональное уравнение для функции из класса Сельберга 
степени 2 входит множитель Г (с +  /:/.)/Г (  1 — л +  fi). U
ОО
Л ем м а  5. Пусть 1(a) =  J ISVfV +  it)\2w(t)dt. Для фиксированного m  >  0 суще-
— ОО
ствует ст >  0, такое, что для всех а, удовлетворяющих неравенству | <  a <
справедливы оценки:
1(a) <  T(a -  l/2)~l/m\ 1(1/2) <  T(\nT ) l / m2 .
□  Доказательство см. в [6]. I
ОО
Л ем м а 6 . Пусть 1'(а) =  /  |5 (^<т +  it.)\2w(t.)dt., N  <  . Для всех <т, удовлетво-
— ОО
ряюгцих неравенству | <  а <  1, где Ф(Т) — сколь угодно медленно стремящаяся
к + оо  при Т —> + оо  функция, в предположении гипотезы Сельберга (2) справедливы 
оценки:
/ ' ( а ) <  Т е ~ , / ' ф  <  Т е ^ Ы Т  .
□  Доказательство следует из свойств функции w(t.) и оценок сумм
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N
^ l« i/,,W | 2 < < jv i - 2. lnJVi ^ |а./т (и)| <<bJVi
TI 71
п = 1 п = 1
которые получаем, используя гипотезу Сельберга (2) и условие 0 <  di/m(n) <  1. И
3. Доказательство теорем 
Доказательство теоремы 1.
1. Главный член асимптотической формулы для дробных моментов дзета-функции
2 Т
Римана получается из асимптотического вычисления интеграла J |5V(<t +  it.) \ dt., а для
т
2 т
оценки остаточного члена достаточно оценить интеграл f  \д(а +  i,t)\2/mdt.. При m >  2
тнужно воспользоваться неравенством
Ы 2/т -  |~"212/т <  |Z\ +  z2\2'm <  |^|2/т  +  |л2|2/"\ (3)
справедливом для любых комплексных чисел Z\ и z2. При этом мы положим в (3) 
Z\ =  S™(a +  it.), z2 =  g(a  +  it.) и проинтегрируем получившееся неравенство по t. от Т  
до 2Т.
2 Т
2. Заметим, что при t. G [Т,2Т] w(t.) 1, поэтому f  \д(а +  i.t.)\2^ mdt. К (а) .
т
Применим лемму 2 с параметрами а  =  /3 =  |. В результате, получим неравенство
ч -v 5—4сг _ . . 4сг — 2
К (а )  <  { К  (1 /2 )}  —  { К  (5 /4 ) }—  +  1.
Здесь мы учли, что а — 1/2 >  и поэтому ехр  ^— Т ^  2 ^   ^ Т - "4 для любого
Д >  0 и достаточно большого Т. Если /\ (1 /2 ) <  Т, то, так как К ( 5/4) Т, то и 
К  (а) <  Т.
3. Пусть К  (1 /2 ) >  Т. Тогда К  (а) <С / i  ( l /2 ) (T _1/i  (5/ 4) ) iV i +  1. Используем оценку 
из леммы 3: К (5/4) Т N ~3^ 2m\ Тогда
К (а )  <  К  (1/2) N~ ™ {-(J~1//2) +  1 <  J i(l/2 )iV -™ (<J- 1/2). (4)
Из (3) получаем, что
К  (a) — 1(a) J(a)  А'(сг) +  1(a). (5)
Тогда К (  1/2) J ( l / 2 ) +  /(1 /2 ) .  Функцию J ( l /2 )  оценим, используя лемму 4: J ( l /2 )
Тт(<7- 1/'2') J(cr). Для J(a) используем правую часть неравенства (5). Тогда
К (1/2) <  Т ^ а~1/2) (К (а )  +  1(a))  +  1(1/2) .
Подставляем полученную оценку в (4). результате, получаем, что
К  (а) <  N - ™ {a- 1/2)T™{a- 1/2)( K  (а) +  1 (a)) +  N - ™ {a~1/2) 1 ( 1/2)
С учетом условий N  <  Т, а — | >  -^ г  будем иметь <^ ; е-°>1ф(т )_
Тогда К  (а) <  е -° дф(Т)/(а )  +  е- ° дф’т )/ ( 1.2), и требуемая оценка следует из оценок для
1(a) и 1(1/2) из леммы 5. ■
Доказательство теоремы 2. Проводится по схеме доказательства теоремы 1. Более 
подробно остановимся на оценке К 1 (а), если К'(  1/2) >  Т. Тогда
К'(а)  <  K ' ( l/ 2 )N -™ {a- ^ .  (6)
Из (3) получаем, что
К'(а)  -  Г  (а) <  J'(a) <  К'(а)  +  Г(а) .  (7)
Тогда К'(  1/2) J'(l/2) +  I'(l/2).  Функцию J;( l /2 )  оценим, используя лемму 4. Имеем
J '( l /2 )  T m ^ - ^ J ^ a ) .  Для J'(a) используем правую часть неравенства (7). Тогда
К ' ( 1/2 ) <  Т ^ {а- ^ ( К ' ( а )  +  Г(а) )  +  / ' ( 1/ 2) .
Подставляем полученную оценку в (6), после чего получаем, что
К'(а)  <  N - ^ a- ^ T ^ a- ^ ( K ' ( a )  +  I'(a))  +  N - ^ - ^ I ' ( 1/2 ) .
С учетом условий N  <  Т еЛ'/^ ,  а — 1/2 >  Ф (Т)/л/ln T  будем иметь
ехр { —2Ф (Т )/?в} 1.
Тогда
АГ'(<т) <  / '( а )  +  А / '  (1/2) <  / ' (а) +  / '  (1/2) е х р {-Ф (Т ) V h T }  ,
и требуемая оценка следует из оценок для 1 '(а) и I' (1/ 2) из леммы 6.
Зам ечание. L-функции Гекке, соответствующие комплексным характерам, состав­
ляют подкласс класса Сельберга S степени 2 (см. [17]), для которого утверждение тео­
ремы 2 безусловно.
Литература
1. Турганалиев Р.Т. Асимптотическая формула для средних значений дробной степени 
дзета-функции Римана / /  Труды Математического института АН СССР. -  1981. -  158. -  
С.203-226.
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е^Я Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30 59
60 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е д  Серия: Математика. Физика. 2013. №5(148). Вып. 30
2. Джаббаров И.Ш. Дробные моменты (-функции / /  Математические заметки. -  1985. -  
38(4). -  С.481-493.
3. Selberg A. Old and new conjectures and results about a class of Dirichlet. series / /  Proc. of 
the Amalfi conference on Analytic Number Theory. Univ. di. Salerno /  1992. -  P.365-387.
4. Corney J.B., Ghosh A. On the Selberg class of Dirichlet series: small degrees / /  Duke Math. 
J. -  1993. -  72, 3. -  P.673-695.
5. Gabriel R.M. Some results concerning the integrals of moduli of regular functions along certain 
curves / /  J. London Math. Soc. -  1927. -  2. -  P.112-117.
6. Heath-Brown D.R. Fractional moments of the Riemann Zeta-funct.ion / /  J. London Math. 
Soc. -  1981. -  24(2). -  P.65-78.
7. Гриценко С.А. О нулях специального вида функций, связанных с L-функциями Гекке 
мнимых квадратичных полей / /  Изв. РАН. Сер. матем. -  1997. -  61:1. -  С.45-68.
ASYM PTOTIC FORMULA FOR FRACTIONAL MOMENTS  
OF THE RIEM ANN ZETA-FUNCTION
S.A. Gritsenko, L.N. Kurtova
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Abstract. Let n e f f  and the function Ф(Т) tends sufficiently slowly to +o o  when T  —>• +oo.
2 т
The asymptotic formula for fractional moments of the Riemann Zeta-funct.ion j  +  i t ) \2/ vdt at
т
1/2 +  <J>(T)/logT < a <  1 is obtained.
Key words: Riemann’s Zeta-funct.ion, fractional moments of the Riemann Zeta-funct.ion, asymptotic 
formula.
